Chapitre 4

Théorie des représentations des
groupes finis

Dans ce chapitre G est un groupe fini. On considére des espaces vectoriels uniquement sur
C, la théorie qu’on expose reste valable avec les mémes preuves sur n’importe quel corps algébri-
quement clos de caractéristique nulle. Pour V et V' deux espaces vectoriels complexes on note
Homg (V, V') I'espace des applications linéaires V' dans V', et on pose Endc (V) = Home(V, V).

4.1 Représentations et morphismes entre représentations

La définition la plus importante :

Définition 4.1.1. Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie, et m : G — GL(V) un
morphisme de groupes. On dit que la paire (7,V') est une représentation de G (sur V). On
appelle dim(V') la dimension de (w,V).

Remarque 4.1.1. On notera souwvent simplement V' ou 7 la représentation (mw,V). Si w est
une représentation G alors V. désigne son espace vectoriel sous-jacent. On pose alors dim(m) :=

dim(V;).

Remarque 4.1.2. Une représentation (7, V') de G n’est rien d’autre que la donnée d’une action
de G sur'V qui est linéaire : c’est une action de groupe car w(gh)v = 7(g)(w(h)v) et 7(lg)v =v
pour g, h € G et v € V, et dire qu’elle est linéaire signifie que w(g) est un endomorphisme de
V' pour tout g € G.

Notation 4.1.1. Soit X un ensemble fini, On note C[X] ’espace vectoriel des fonctions de X
dans C.

L’espace C[X] admet pour base canonique celle des fonctions de Dirac (), € X, ou

_Jlify=x

En particulier C[X] a pour dimension |X]|.

Exemple 4.1.1. — Soit V.= C™ dont on note (e1,...,ey,) la base canonique et G = S,.
Ao € S, on associe my(0) € GL(C") ~ GL,(C) défini par m,(c)(e;) = €o(i) POUT
i=1,...,n. Alors Uapplication 7, : S, — GL(C") est telle que (my, C") est une repré-
sentation de G.



— Soit V= Cl[I,,] avec I, ={1,...,n}. Alors Sy, agit sur I, par 0.i = o(i). Pour f € C[I,,]
et o € Sy, on pose \N(o)f = f(o=! .) la translatée de f a gauche par c=1. Alors \(o) est
une bijection linéaire de C[I,] d’inverse AN(o™1), et A : S, — GL(C[I,]) est morphisme
de groupe. En particulier (X, C[I,,]) est une représentation de S,.

La seconde définition centrale de ce chapitre est celle de morphisme entre représentations.

Définition 4.1.2. Soient (w,V) et (7', V') deuzx représentations de G, alors une application
u:V = V' est appelée morphisme ou opérateur d’entrelacement si u est C-linéaire et si pour
tout g € G :

uon(g) =7'(g) o u.

On note
Homg(V, V') ou Homg (7, ')

lespace vectoriel (de dimension finie) des opérateurs d’entrelacement entre Vet V', on utilisera
de plus les notations

Endg (V) = Homg(V, V), Endg(r) = Homg(7, 7).

Remarque 4.1.3. L’espace Endg (V') n’est rien d’autre que l’ensemble des éléments de Endc (V)
qui commutent aux transformations 7(g) pour g € G. C’est une C-algébre dont la multiplication
est donnée par o.

On a de maniére évidente :

Lemme 4.1.1. Soient V,V' et V" des représentations de G, alors si u € Homg(V,V') et
' € Homg(V', V") :
v’ ou € Homg(V,V").

Clairement quand u ci-dessus est bijective alors u ™! est aussi un opérateur d’entrelacement
de 7’ vers w. On dit que deux représentations 7 et 7’ de G sont isomorphes quand il existe un
opérateur d’entrelacement bijectif entre elles (on dira un isomorphisme de représentations). On
écrit dans ce cas

(m, V) = («', V")

or simply
r~n ouV ~V.

Quand V ~ V' on note
Isog(V, V')

I'ensemble des isomorphismes de V' vers V', ainsi Isog(V, V') € Homg(V,V’). On a souvent
tendance & considérer que deux représentations isomorphes sont les mémes.

Notation 4.1.2. On note Rep(G) la collection de toutes les représentations de G.

Exemple 4.1.2. Les représentations (m,,C") et (A\,C[I,]) de S, dans l’exemple sont
S

isomorphes. En effet 'application u : f — de C[I,,] vers C" fournit l’isomorphisme.
f(n)

Une généralisation naturelle et importante de la représentation de “permutation” (A, C[I,])
de S,, est la suivante :



GxX =X

(9.7) — g.z de G. On définit

Exemple 4.1.3. Soit X un enesmble fini muni d’une action {

la représentation de permutation
(Ax, C[X])

de G associée a cette action par

Ax(9)f = flg™' ).

Le procédé de moyennisation suivant permet de produire des éléments de Homg(V, V') a
partir de simples applications linéaires dans Homg(V, V7).

Lemme 4.1.2. Soient (mw,V) et (n',V') deux représentations de G et soit u € Homg(V, V).
Alors Uapplication
Z Youom(g)™

gEG’

appartient & Home(V, V).
Démonstration. Soit h € G, alors

u® o Z g)ouom(g) ton(h) =

geG

1G]

Par changement de variable cette somme devient

1 1 / -1 _
5 L hg) o uern(e) ™ = 3w (W) omlg) o uon(e) = () o

geG

Remarque 4.1.4. On remarque que v € Homg(V, V') appartient a Homg(V, V') si et seulement
siu=u%. Une direction découle du lemme alors que si u € Homeg(V, V'), alors n’(g) ouo
7(g)~ = u pour tout g € G et donc u® = u. En particulier Uapplication u — u® de Home(V, V")
vers Homg(V, V') est surjective puisque sa restriction a Homg(V, V') est l'indentité. Autrement

dit ’endomorphisme

pG:u'—>uG

de Homc (V, V') est un projecteur d’image Homeg(V,V').

4.2 Sous-représentations, représentations irréductibles et semi-
simplicité
4.2.1 Définitions

Définition 4.2.1. Soit (m, V) € Rep(G) et W un sous-espace G-stable de V', i.e. un sous-espace
stabilisé par toutes les transformations w(g) quand g varie dans G. Alors pour tous g € G, la
restriction 7(g)\w appartient a GL(W) et définit une représentation (my, W) donnée par

w9 € G 7(g)w € GL(W).
On dit que (mpw, W) est une sous-représentation de (m,V).

Remarque 4.2.1. Si u € Homg(V, V') alors Ker(u) et Im(u) sont G-stables, et sont donc des
sous-représentations de Vet V' respectivement. Plus généralement pour P € C[T], les espaces
Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont des sous-représentations de V et V' respectivement.
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On arrive naturellement & la notion suivante.

Définition 4.2.2. Soit (7, V) € Rep(G) avec V # {0}. On dit que V' est irréductible si ses seuls
sous-représentations sont {0} et V.

Remarque 4.2.2. L’obesrvation suivant est parfois utile : une représentation V est irréductible
si elle est non nulle, et si pour tout v # 0 € V lespace (w(g)v, g € G) est égal a V.

Notation 4.2.1. On note Irr(G) ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irré-
ductibles de G. Par abus de notation on écrira parfois m € Irr(G) pour signifier que m € Rep(G)
est irréductible (i.e. w désigne alors une représentation et non une classe d’isomorphisme).

Exemple 4.2.1. Si (7, V) est une représentation unidimensionnelle de V' alors elle est irréduc-
tible.

Soit x un morphisme de G vers (C*, x), i.e. élément de Hom(G, C*). On utilisera réguliére-
ment la notation

G := Hom(G, CX).
On dit alors que x est un caractére de G. L’ensemble G des caractéres de G est un groupe
pour la multiplication point par point des fonctions :
(x1x2)(9) == x1(g)x2(9)-

On remarque que C* ~ GL1(C), donc (x,C) est une représentation de dimension 1 de G
(x(9)(2) = x(g).# par définition).

Exercice 4.2.1. Montrer que si (m, V) € Rep(G) est de dimension 1, elle est isomorphe a (x, C)
pour un unique caractére x de G.

Exercice 4.2.2. Soit n > 2. Pour k € Z on définit ¢y, : Z/nZ — C* par

1) Montrer que ¢y est bien définie et que ¢, € m
2) Vérifier ensuite que ¢y, ne dépend que de k.

On pose ¢ = ¢
3) Montrer que l’application

¢: Z/nZ — Z/nL
E — ¢E

est un isomorphisme de groupes.

La représentation la plus simple de G est la suivante.

Définition 4.2.3. Soit 1 : G — C* le caractére trivial (parfois noté 1), on appelle (1,C) la
représentation triviale de G (a.k.a. "la triviale”).

Définition 4.2.4. Soit p un caractére de G et (w,V) € Rep(G), on note p.m ou encore p @
la représentation de G sur V' définie par (@ m)(g)v = pu(g)m(g)v pour g € G et v € V.

4



4.2.2 Semi-simplicité

Un cas important du lemme [I.1.2] est lorsque l'application v du lemme est un projecteur
sur un sous-espace G-stable. On rappelle qu'un projecteur p dans Endc (V') est un élément qui
vérifie p o p = p : de maniére équivalente p agit comme l'identité sur son image Im(p). Alors
V = Im(p) & Ker(p) et p(i + k) =i pour i € Im(p) et k € Ker(p), et dans une base B adaptée a
cette décomposition en somme directe on a

MatB(p):diag(Ir,Onr):<Ir . >

oun =dim(V) et r = rg(p).

Proposition 4.2.1. Soit (7,V) € Rep(G) et p € Endc (V) un projecteur sur W = Im(p) qu’on
suppose G-stable. Alors p& € Endg (V) est a nouveau un projecteur et Im(p®) = Im(p).

Démonstration. On a p® € Endg(V) d’aprés le lemme Soit v € V, alors pour tout g € G,
on a p(m(g)~tv) € Im(p) = W, et donc w(g)p(n(g)~1v) € W car W est G-stable. Ceci implique
Im(p®) € W. De plus pour w € W on a n(g)"'w € W, et donc p(n(g)'w) = n(g) 'w car p
est un projecteur. Ainsi (g)p(m(g) 'w) = w, ce dont il découle d’une part que Im(p®) = W =
Im(p), et d’autre part que p© agit comme l'indentité sur W = Im(p¥), de sorte que p“ est en
effet un projecteur. O

Ceci implique que les représentations de G sont "semi-simples", i.e. des sommes directes de
représentations irréductibles. Ce résultat porte le nom de "théoréme de Mashcke".

Corollaire 4.2.1 (Théoréme de Mashcke). Soit (7, V) une représentation de G, et W une sous-
représentation de V. Alors il existe une autre sous-représentation W' de V telle que V.= WaW'.

Démonstration. Soit p € Endc (V) un projecteur d’image W (par rapport a un supplémentaire
quelconque), alors p© est & nouveau un projecteur d’image W, et il suffit de poser W' = Ker(p©).

O]

Par récurrence immédiate on a.

Corollaire 4.2.2. Soit V' une représentation de G, alors il existe V1, ..., V, des soues-représentations
irréductibles de V' telles que

La notation suivante s’avére pratique.

Notation 4.2.2. Soit (7,V) € Rep(G). Alors comme espaces vectoriels on a V" ~V &--- @V
(ot on idéntifie chaque copie de V' a un sous-espace de V' parv +— (0,...,0,v,0,...,0)). L’action
de G sur V™ donnée par g.(vi,...,v.) = (7(g)v1,...,7(g)v.) (ot g.(v1 + -+ +v) = w(g)vy +
-+ 7(g)vr si on considére V™ comme une somme directe) définit une représentation de G sur
V™ (ou &' V). On note (mm, mV') cette représentation de G.

Dans le corollaire [£:2.2] on peut alors regrouper les V; selon leur classe d’isomorphisme pour
en obtenir la forme suivante.

Corollaire 4.2.3. Soit V' une représentation de G, talors il existe des représentations irréduc-
tibles non isomorphes Vq,...,Vs de G, et mq,...,ms des entiers > 0 tels que

VemVi @ @msVs.



4.3 Lemme de Schur et quelques conséquences

4.3.1 Lemme de Schur

Les propriétés élémentaires suivantes des opérateurs d’entrelacement sont fondamentales en
téhorie des représentations, leur ensemble forme le lemme de Schur dont les conséquences sont
nombreuses et importantes.

Proposition 4.3.1 (Lemme de Schur). Soient (7, V) et (7, V') deuz représentations irreductibles
de G.
1) SiV £V’ alors Homg(V, V') = {0}.
2) SiV =V’ soit u € Isog(V,V’), alors
Homg(V, V') =C.u
la droite engendrée par u, en particulier
Homg(V, V') — {0} = C*.u = Isog(V, V').
Quand V' =V on a donc
Endg(V) = C.Idy
et
Autg(V) :=Isoq(V,V) = C*.1d.

Démonstration. Dans le cas 1), soit u € Homg(V,V’). Alors Im(u) est une sous-représentation
de V' ¢’est donc {0} ou V'. De méme pour son noyau Ker(u). La seule possiblité pour que u
soit non nul serait donc Ker(u) = {0} et Im(u) = V’, ce qui contredirait V % V.

Dans le cas 2) clairement C.u C Homg(V, V). Réciproquement si v’ € Homg(V, V') et /' =0
alors ' € C.u donc on suppose v’ # 0. On veut montrer que u’ est un multiple non nul de w.
Les argments de 1) montrent que u’ € Isog(V, V'), et donc a = u=! o u’ € Isog(V, V). Soit A
une valeur propre de a, elle est non nulle donc Ker(aw — Aldy ) # {0}. Comme « € Endg(V) on
en déduit que Ker(a — Aldy) est G-stable, et donc que Ker(a — Aldy) = V' par irréductibilité
de V. Ainsi o = AMdy et donc v’ = \u. O

4.3.2 Groupes abéliens

Un corollaire important du lemme de Schur est I'existence d’un caractére central pour les
représentations irréductibles. On note Z le centre de G.

Corollaire 4.3.1. Soit (7,V) une représentation irréductible de G, il existe
€7

tel que
m(z) = cx(2) Idy

pour z € Z. On appelle ¢ le caractére central de . Il dépend seulement de la classe d’isomor-
phisme de .

Démonstration. Pour z € Z on w(z) € Endg(V) car z est central. D’apreés le lemme de Schur il
existe A, € C* tel que 7(z) = A, Idy. On vérifie que ¢, : z — A, est bien un caractére. Enfin si

(7', V') ~ (m,V) alors pour z € Z et v € V' on a
ex(2)u(v’) = m(2)u(v’) = u(@' (2)v) = u(er (2)0") = cx (2)u(v)

ce qui implique ¢;» = ¢, en prenant v’ # 0. O



Un autre corollaire immédiat du lemme de Schur est le suivant.
Corollaire 4.3.2. Soit A un groupe abélien fini, alors Irr(A) = A.

Démonstration. On a déja vu Irr(G) D G pour n’importe quel groupe fini G. Si G = A est
abélien, et que (m, V') est une représentation irréductible de A, alors comme A = Z(A) on a
m(a) = Cr(a)-1dy d’apres le corollaire et donc tout sous-espace de V est A-stable. Pour que
V' soit irréductible il faut donc qu’elle soit de dimension 1. ]

Exercice 4.3.1. Déterminer Irr(Z/nZ) pour n > 2.

4.3.3 Composantes isotypiques

On peut étendre I’énoncé du cas 1) du lemme de Schur comme suit :

Corollaire 4.3.3. Soit V=Vi@--- @V, et W =W & ---® W, dans Rep(G) decomposées en
somme directe de représentations irréductibles, et supposons que Vi, 2 Wy pour tout k € {1,...,r}

etle{l,...,r"}. Alors Homg(V,W) = {0}.

Démonstration. Soit 4; I'inclusion naturelle de V; dans V' en tant que l-iéme composante, et p; la
projection de W de W), définie par pg(w; + - - - + w,r) = wg. En particulier i; € Homg(V;, V) et
P € Homg (W, Wy). Soit u € Homg(V, W) et posons uy; = pr o uoi; € Homg(V;, Wj,). Comme
Vi 2 Wi on a Homg(V;, W) = {0} d’aprés laproposition ainsi up; = 0 et u aussi. d

Pour (7, V) € Rep(G) on peut écrire

V:(Vl,l@"'@Vl,al)@"'@(le@"'@vm,am)a

)

ot chaque V;, est irréductible,

Vi = Vig,

)

et
Vit 2 Vi1

quand i # j. Soit
V=Wi,& oWy o - &Wn & & Wyp,)

une seconde décomposition du méme type. Alors le corollaire implique que n = m et que
Vii >~ W;1 pour tout ¢ = 1,...,m quitte a réordonner. De plus si on pose

Vi=Vii@ - @ Vig ~a;Via

et
Wi=Wi1 @@ Wiy, ~ bW,

le méme corollaire implique que Homg(V;, V') = Homg(V;, W;), en particulier V; C W; (consi-
dérer 'injection V; dans V'), et de maniére symétrique W; C V;, d’ou V; = Wj;. On appelle V; la
composante isotypique de (type) Vi1 dans V.

Identifions la composante isotypique de la représentation triviale :

Proposition 4.3.2. Soit (m,V) € Rep(G). Alors la composante isotypique de V de type (1¢,C)
n'est rien d’autre que le sous-espace VE des vecteurs v € V tels que w(g)v = v pour tout g € G.
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Démonstration. Toute sous-représentation de V& est forcément une droite isomorphe a la re-
présentation triviale (car elle est fixée par G), donc Ve est un sous-espace de la composante
isotypique de V de type 1g. De plus, d’aprés le corollaire 2| (Maschke’s Theorem), on peut
écrire V.= V%@V’ pour V' une sous-représentation qui verlﬁe forcément V'¢ = = {0}. Ainsi si on
décompose V' ~ V] @ --- @ V; en composantes isotypiques, aucune V; n’est de type 1¢ et donc
V=VioVie & Vt est bien la décomposition de V' en composante isotypiques, et donc V&
est la composante isotypique de type 1g. ]

4.3.4 Algébre d’endomorphismes d’une représentation
On utilisera de maniére répétée le lemme évident suivant.

Lemme 4.3.1. Soit V un C espace vectoriel, et Vi,...,V, des sous-espaces vectoriels de V' tels
que

V - @::1‘/;‘,
et notons py, : V. — Vi, C V la projection sur Vi parallelement a ©;4Vj, et iy Uinjection de V,
dans V', alors ppoi; =0 sil #k et ppoig = Idy,, et

n

Idv = sz O Pk-

k=1
On a alors le premier résultat décrivant les algébres d’endomorphismes "simples".

Proposition 4.3.3. Soit V' une représentation irréductible de G, et W ~mV, alors

Endg(W) ~ M,,(C).

Démonstration. Si W g mV alors I'application u — ¢ ou o ¢~ est un isomorphisme d’algébre
entre Endg(W) et Endg(mV) on peut donc supposer que W = mV. On écrit donc W =
Vi & Vy avec V; =V et pour u € Endg(W) on pose ug; = prouoi; € Endg(V). Alors
comme V est irréductible on a uy; = my(u)Idy pour my(u) € C d’aprés le lemme de Schur. On
pose M(u) = (my(u))ki=1,..m € Mm(C). Montrons que M : u — M (u) est un isomorphisme
d’algebres. Tout d’abord M est clairement linéaire. Posons T : M,,(C) — Endg(mV') définie

par
m
= Z M1k © Pl-
k=1
On a
m m m
= mp(uw)igop =Y igompy(u)pr= Y  ixopgoucijop
k=1 k=1 k=1

m m
= (> ikopr)ouo (D dop)=u
k=1 =1

Inversement calculons B = M(T'(A)) pour A € M,,(C). On pose v = T'(A) € Endg(V). On
a par définition

m m
Dio,toIdy = pry 0V 0ty = pry © (D akgir 0pr) 0ty = Y api(prg © i) © (pr o ity)
k=1 k=1

= kg, 1o (P © o) © (Pl © By) = Qg toldy 0 Idy = ay 1 1dy,
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et donc B = A. Ainsi Mest un isomorphisme linéaire d’inverse T'. Il reste a voir que M transforme
o en x. Calculons M (uov)s,. Par définition

m m
M(uowv)eyIdy =psouovoi;=psouo(d igopy)ovoi,=» (psouoi)o(pyovoi)
k=1 k=1
m m
= (M(u)siIdv) o (M(0)geldy) = O M(u)sxM(v)1)Idy
k=1 k=1
dot M(uov)sy =>4y M(u)spM(v)k et donc M(uov) = M(u)M(v). O

On en déduit le résultat général suivant.

Proposition 4.3.4. Soit V ~ miVi®- - -®mVs une représentation de G, avec les V; irréductibles
non isomorphes les unes aux autres. On a alors un isomorphisme d’algébres

Endg(V) ~ H M, (C)

Démonstration. Tout d’abord comme dans la démonstration du lemme 4.3.1] on peut supposer
que V. =mVi @ --- ® msVs. Ensuit toujours d’aprés le lemme il suffit de montrer que si
W; .= m;V;, alors

Endg(V) ~ H Endg(W;

On pose alors 4; I'injection de W; dans V, et py la projection de V' sur Wy, selon ®;,W;. Ceci
définit une application

Iiur (ppouoiy,...,psouoiy) GHEndg(Wi).
i=1

Inversement pour (u1,...,us) € [[;_; Endg(W;) on pose

J(ul, .. .,US) = sz OUL O Pk € Endg(V).
k=1

On vérifie par des calculs trés similaires & ceux de la démonstration du lemme que les
applications I et J sont inverses 'une de I'autre, et que I est un isomorphisme d’algébres. [

4.4 L’algébre de groupe C[G] et son centre C[G]

4.4.1 La structure d’algébre

On rappelle que C[G] a pour base les fonctions de Dirac 64 avec g € G. Cette base ainsi que
la structure de groupe sur G munissent naturellement C[G] d’une structure d’algébre : on pose
d’abord

59 * 6h = 6gh7

et on étend la loi * & C[G] par bilinéarité, i.e. on pose

(Z ag0y) * (Z brdn) = Z agbpdgh.-

gea heG (g,h)EG2



Alors (C[G],+,*) devient une C-algébre d’unité 41, et il est immédiat que (C[G],*) est
commutative si et seulement si G'I’est. On remarque au passage que g — d, fournit un morphisme
injectif du groupe G dans le groupe C[G]* des inversibles de C[G].

La loi * sur C[G] peut aussi s’exprimer sans référence a une base de C[G]. Pour f; et fo dans
C[G] on pose

fix fa90) = Y f1(9) f2(9™ " 90)-

geG

Ceci munit C[G] d’une loi associative et C-bilinéaire, et on vérifie que d, * dy(go) = 0 si go # xy
et 0y * 0y(xy) = 1, i.e. que 0y * 0y = gy

Exercice 4.4.1. Pour x € G et f € C[G] : dgx f = f(z7 . ) = ( )f (ot A(z) désigne
la translation & gauche par x='), alors que f * 6, = f( . o~ ) p(x71)f, ou p(y) désigne la
translation a droite par y.

On note C[G]% le centre de C[G], qui est bien str une C-algébre commutative. On rappelle
que si z et y sont dans G on dit que y est conjugué a x, ce qu'on note y ~ x, si il existe h € G
tel que y = hah~!. La relation ~ est une relation d’équivalence sur G et on note C(z) la classe
de conjugaison de G. Les classes de conjugaison forment une partition (nécessairement finie) de
G. On note G/ ~ l'ensemble des classes de conjugaison de G.

Proposition 4.4.1. Une fonction f appartient & C[G]Y si et seulement si f est invariante sous
conjugaison par les éléments de G, i.e. si elle est constante sur les classes de conjugaison de G.
Ainsi une base naturelle de C[G]% est donnée par (1c)cea)~-

Démonstration. La fonction f appartient a (C[G]G si et seulement si elle commute & la base
(0z)zeq, i-e. si et seulement si (0,) ! * f 6, = f pour tout z € G, ce qui d’aprés 'exercice
équivaut & f(rgz~!) = f(g) pour = et g dans G. O

4.4.2 La structure hilbertienne

Ici on considére un ensemnle X quelconque, et ce qu’on va dire s’applique en particulier a
X = G. L’espace vectoriel C[X] posséde un produit scalaire (hermitien) naturel :

|X|Zf1

zeX

(f1, f2)x

Pour ce produit scalaire (d,),ecx est orthogonale mais pas orthonormale car (0,,0,)x = X
En particulier (/| X|0z)zex forme une base orthonormale de C[X].

Dans le cas ot X = G, par restriction on obtient un produit scalaire sur le centre C[G]%, et
on vérifie & nouveau que la base naturelle des (1¢)ce/~ est orthogonale mais pas orthonormale.

4.5 La théorie du caractére

4.5.1 Définition et propriétés basiques

Définition 4.5.1. Soit (m,V') une représentation de G, on appelle le caractére de w la fonction
cnetrale x € C[G|® définie par

xx(g9) = Tr(m(g))-

On le notera aussi xy .
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On rappelle que la trace d’'un endomorphisme v € Endg(V) est définie comme suit : si
B = (e1,...,ey) est une base de V' de base duale B* = (e, ..., €}), alors Tr(u) = > 7" ef(u(e;))
et cette quantité ne dépend pas de la base choisie.

Exercice 4.5.1. Soit u € End¢(V) et ¢ : V — W un isomorphisme de C-espaces vectoriels de
sorte que ¢pouo ¢t € Endc(W), alors Tr(pouo ¢~t) = Tr(u).

On déduit de 'exercice ci-dessus que
/
TET = Xr = Xn'-
Ainsi le caractére d’une représentation ne dépend que de sa classe d’isomorphisme.

On rappelle que si G’ un sous-groupe fini de GL(V') de cardinal m, alors ¢"™ = Id pour
tout ¢’ € G, et donc que X™ — 1 annule ¢’. Comme X™ — 1 est scindé a racines simples U,,
(les racines m-iémes de 1'unité), on en déduit que ¢’ est diagonalisable et Spec(g’) C Uy,. Ceci

s’applique & G' = 7(G) quand (7,V) € Rep(G). En particulier x,(g) est la somme de dim(V)
G|

éléments de Ui (car m = |G'| = TRer(my donce m divise |G]).
Exercice 4.5.2. Soit (7,V) € Rep(G). Démontrer la relation
X (1) = Tr(Idy) = dim(V).

Montrer que
Ker(r) = {g € G, xx(g) = dim(V)}.

Une autre observation évidente mais utile est que si V, V1,...,Vy € Rep(G) avec
VemVi @ @msV,

alors
XV =mixv; + -+ MsXv.

Exercice 4.5.3. Soit ji un caractére de G, de sorte que pi € Irr(G). Vérifier que x,, = p. Plus
généralement montrer que si m € Rep(G), alors Xpuer = 1Xr-

Il y a une projection G-équivariante naturelle de V sur la composante isotypique V& de la
représentation triviale 1 := 14.

Proposition 4.5.1. Soit (m,V) € Rep(G), alors Uapplication p© : V — V définie par
1
PG(U) = @ Z m(g)v
geG

est un projecteur sur VC. En particulier
dim(VY) = (1g, xv)a-

Démonstration. 11 est immédiat de vérifier que p© vaut l'identité sur V&, en particulier V& C
Im(p®). De plus l'inclusion Im(p¥) € V& découle d'un changement de variable simple. Ainsi
Im(p¥) = V& et p& vaut l'identité sur son image c’est un projecteur. La deuxiéme partie de
I’énoncé est obtenue en calculant la trace de p“, tout en gardant & Iesprit que la trace d’un
projecteur est égale & son rang. ]

11



4.5.2 Les représentations de permutation

Soit X un ensmble fini muni d’une G-action. On a défini en exemple la représentation
de permutation (Ax,C[X]). Pour g € G, on note Fixx(g) 'ensemble des éléments de X fixés
par g (i.e. les z tels que g.x = ). Un calcul compléetemet similaire a celui effectué pour C[G]
donne

>\X (9)6:1: = 59.1
pour g € G et x € X. De cela on déduit que

Mats,), .« (Ax(9))

est une matrice de permutation matrix, avec 0, resp. 1, sur la diagonale dans les colonnes
correspondant & Ax(g)(d;) et g.x # x, resp. g.x = . Cela donne :

Proposition 4.5.2. Pour X un ensemble fini muni d’une G-action, on a

Xax (9) = [Fixx (g)]-
Notation 4.5.1. On notera xx plutét que x» -

On remarque que G agit sur X = G par translation a gauche g.,x = gz, et a droite g.,x =
g~ " Ceci donne lieu & deux représentations de permutation de G sur C[G], la premiére notée
Mg et la seconde pg. Par définition on a

Aa(g)f = flg™" . )=0bgxf

et
pc(g)f = [f(.g)=fx*b4
pour g € G.

Notation 4.5.2. Pour f € C[G], on note fV lapplication g — f(g~ ') dans C[G].
On vérifie :
Proposition 4.5.3. L’application f +— fV est un isomorphisme entre (Ag, C[G]) et (pa, C[G)).

On appelle (A, C[G]) la représentation réguliére de G. Une conséquence immeédiate de la
proposition [£.5.2] est la formule :

{ xc(g) =0if g #1
xa(1) = |G]

4.6 Contragrédiente
Définition 4.6.1. Soit (m,V) € Rep(G), on définit (¥, V*) € Rep(G) par
T (9)p = pom(¢g™") = pom(g)".

En d’autres termes
m(g) =7w(g™ )" = (w(g)" )"

On appelle cettte représentation la duale ou contragrédiente de (mw, V).
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Remarque 4.6.1. On rappelle que (V*)* est canoniquement isomorphe en tant que C-espace
vectoriel a V' wvia ’applicaiton :

Ev:iz eV Ev, € (V*)*

Ev.(¢) = ¢().

On vérifie que Ev est en fait un isomorphisme entre (w,V) et (7)Y, (V*)*).

Lemme 4.6.1. Soit (7,V) € Rep(G), alors
Xr¥ = Xz = Xr-
Démonstration. Soit g € G, alors il existe une base B de V telle que
Matp(m(g)) = diag(A1, ..., Ag),
et de plus les \; sont des racines |G|-émes de 1'unité, en particulier A, L' — ;. Mais alors
Mat (7" (g)) = Matg-((n(g)"")*) = "Matp(n(g)) ! = diag(A\;',..., A 1).
Il ne reste plus qu’a prendre la trace. O

Exercice 4.6.1. Soit m € Irr(G), montrer que 7V € Irr(G).

4.7 Orthonormalité des caractéres irréductibles et ses conséquences

4.7.1 Orthonormalité des caractéres irréductibles

Soient (m, V) et (7', V') dansRep(G), on définit (my,y7, Home(V, W)) € Rep(G) par

myyi(g)u=m(g) ouon'(g7h).
Le caractére
XV, vy i= XWV,V’

s’exprime simplement en fonction de y, et x .

Proposition 4.7.1. On a
XV,V' = XV*XV' = XVXW-

Démonstration. Soit B = (e1,...,e,) une base de V et B' = (f1,..., fm) une base de W, on
pose
e; ® fj v ej(v)fj € Home(V, W).

On vérifie que B* @ B' = (e ® f1,...,€] @ fmy..., €8 @ f1,...,€5 @ fm) est une base de
Homg(V, W) et de plus si on pose X = Matp-(7*(g)) et Y = Matg (7'(g)), alors

Matpgp (Tv,v7(9)) = (i;Y)ij=1,. n-

On en déduit que

n
Xvwr = O i Te(Y) = Te(X)Te(Y) = xv-xw.
=1

13



On remarque que pour cette nouvelle représentation, ’espace des opérateurs d’entrelacement
de V vers W est I’espace des points fixes sous G, i.e. la composante isotypique de la représentation
triviale

Homge (V, V)¢ = Homeg(V, V).

On en déduit que dim(Homg(V,V’)) est a dimension de la composante isotypique de la
représentation triviale dans Home(V, V’). Or on sait que cette derniére vaut

(Lxvy)e = (L, xvxv)a = (xv,xv)a

d’aprés la proposition [£.5.]
I.e. on a obtenu la formule fondamentale suivante :

dim(Homg (V, V")) = (xv, xv')G- (4.1)
On en déduit immédiatement, en vue du lemme de Schur, le théoréme suivant :

Théoréme 4.7.1. Soient ™ une représentation irréductible de G, alors

<X7r7 X7r>G’ =1

Si 7' est une autre représentation irréductible de G non isomorphe a w, alors
Xz, X=)a = 0.

4.7.2 Caractérisation de la classe d’isomorphisme par le caractére

Une conséquence immédiate du théoréme [I.7.1] est que la classe d’isomorphisme d’une re-
présentation irréductible est déterminée par son caractére, et que leur ensemble Irr(G) de ces
classes est fini.

Corollaire 4.7.1. Soient 7 et @’ deux représentations irréductibles de G, alors
/ /
TET < X = X
et |Irr(G)| < |G/ ~|.

Démonstration. On a déja vu I'implication directe. Inversement si x. = X%, alors (X, xx/) =1
d’aprés le théoréme et donc m ~ 7’ d’aprés la deuxiéme partie de ce méme théoréme. Enfin
la famille (Xr)rerr() est orthonormée donc libre dans dim(C[G]%), son cardinal et donc fini et
majoré par

|G/ ~ | = dim(C[G]).

Pour 7 et m dans Rep(G), on pose
m(r,7) = dim(Homg (7, 7)) = (X7, Xx)G-
Comme dim(Homg(7, 7)) est un nombre réel on a
m(7,m) = (Xr; Xr)& = (Xx, Xr)a = m(T, 7).

Lorsque T est irréductible on appelle cet entier la multiplicité de 7 dans 7 (cf. 'équation |4.1).
On note que l'entier m(7,7) ne dépend que des classes d’isomorphisme de 7 et de .
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Corollaire 4.7.2. Soit (7, V;) une représentation de G, alors
Vi = &retn(c) Vr,r
ot Vy » est la composante isotypique de type T, i.e. Vi r =~ ar V.. Avec ces notations on a alors
arr =m(m, 7).
Démonstration. En effet x, = ZTGIH(G) Gr 7 Xr, €t I'énoncé découle du théoréme m ]

Le théoréme permet aussi de caractériser les représentations irréductibles par une condi-
tion sur leur caractére.

Corollaire 4.7.3. Soit m une représentation de G, alors m est irréductible si et seulement si
<X7r7 X7r>G =1

Démonstration. Decomposons 7 en compasantes isotypiques m >~ @ ¢cpy(q)m(m, 7)7. Alors

<X7T7X7T>G = Z m(7r77_)2‘

T€lrr(G)
De plus (xx,Xx)a = 1 si et seuelemnt si Zvelrr(G)m(WvT)Q i.e. si et seulement si il existe
70 € Irr(G) telle que m(m,m0) =1 et m(m,7) = 0si 7 # 79 € Irr(G). O

\

Remarque 4.7.1. Montrons grice a la théorie du caractére que si w € Irr(G), alors ™" aussi.

En effet
(Xxvs Xev)a = (Xm> Xm)6 = (Xms Xm) G = (X, Xx)g = 1.

Finalement on démontre que le caractére caractérise la classe d’isomorphisme de la représen-
tation.

Proposition 4.7.2. Deux représentations de G sont isomorphes si et seulement si elles ont le
méme caractere.

Démonstration. Soit m € Rep(G). On a m =~ @ cper(qym(m, 7)7, donc la classe d’isomorphisme
de 7 est déterminée par les multiplicités m(m, 7), mais m(m, 7) = (xr, x=)¢ et affirmation en
découle. O

Remarque 4.7.2. On retrouve alors facilement que (V)" ~ 7 pour m € Rep(G). En effet
X(xV)V = XaV = Xz = Xr-

4.7.3 Décomposition de la représentation réguliére et conséquences

Appliquons la théorie du caractére afin de comprendre la décomposition de la représentation
réguliére de G.

Théoréme 4.7.2. La représentation (Ag, C|G]) se décompose comme suit
(C[G} = 69TF'EIrlr(G) dim(ﬂ-)ﬂ-'
En particulier 3 cpy(c) dim(7)? = |G|.
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Démonstration. On doit montrer que pour 7 € Irr(G) on a (xr, A\g)¢ = dim(7) :

(veAaa = 17 Zéx ) = 7= (x(D) = xx(1) = dim().

La suite est obtenue par égalité des dimensions.

O]

On va matenant démontrer que la famille orthonormée (Xw)ﬂelrr(g) est génératrice dans

C[G]Y, cest a dire qu’elle en forme une base orthonormée.

Définition 4.7.1. Pour f € C[G] et (7,V) € Rep(G) on définit

=Y flg)m(g) € Endg(V).

geG

En particulier
m(d9) = m(g)
pour g € G.

Tout d’abord on constate immédiatement que f +— 7 (f) est linéaire de C[G| dans End¢ (V).

Lemme 4.7.1. Soit (7,V) € Rep(G), et fi1, fo € C[G], on a

m(f1* f2) = 7(f1) o m(f2) € Endc(V),

i.e. f = w(f) est un morphisme d’algébres entre C|G] et Endc (V).

Démonstration. Par bilinéarité des quantités w(f1 * fa) et w(f1) o w(f2) en fi et fo, il suffit de
vérifier 7(f1 * f2) = w(f1) o w(f2) pour fi de la forme d4, et fo de la forme dg,, ce qui découle

alors de la relation 7(g192) = 7(g1) o 7(g2).
On constate ensuite que 7 envoie fonction centrale sur opérateur d’entrelacement.
Lemme 4.7.2. Soit f € C[G]% et (7,V) € Rep(G), alors w(f) € Endg (V).

Démonstration. En effet pour g € G on a grace au lemme

m(f)eom(g) = w(f) o m(dg) = m(f * bg) = (8¢ * f) = 7(dg) o w(f) = m(g) o 7(f)-

Ceci permet d’établir le lemme technique suivant
Lemme 4.7.3. Si f € C[G]® et (n,V) € Irr(G), alors

() = oy e 1.

Démonstration. D’aprés le lemme on a w(f) € Endg(V), ainsi

w(f) = Aldy

O

pour A € C d’aprés le lemme de Schur. La valeur de A est obtenue en prenant la trace dans

I’équation précédente et en utilisant X, = x.v.
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Théoréme 4.7.3. La famille (Xr)renr(c) forme une base orthonormée de C[G]®. En particulier
Irr(G)| = |G/ ~ |.

Démonstration. Il reste & montrer que (Xw)ﬂehr(g) engendre linéairement (C[G]G. Cela revient a
montrer que si f € C[G]® est orthogonale & (X )rem(c) alors f = 0. Prenons une telle fonction
f. D’aprés le lemme on aw(f) = 0 pour tout 7 € Irr(G). Mais comme toute représentation
de G somme directe de représentations irréductibles on a 7(f) = 0 pour toute représentation
de G, en particulier pour m = Ag. Ansi Ag(f) =0 et donc A\g(f)(d1) = 0. Mais

Aa(H)(0) =D flg)dy = f

geG

donc f = 0. 0

4.8 Table de caractéres d’un groupe fini

Soit x le caractére d’une représentation de G, alors x est une fonction centrale donc elle
constante sur chaque classe de conjugaison. En particulier si C est une telle classe, la valeur x(C)
est bien définie. On rappelle par ailleurs qu’il y a autant de classes de conjugaisons dans G que
de classes d’isomorphismes de représentations irréductibles : c’est I'égalité |G/ ~ | = |Irr(G)].

Ces observations permettent de définir ce qu’on appelle la table de caractére de G. On note
C1,...,Cy les classes de conjugaisons de G toujours avec la convention que C; = {1} est la classe
de conjugaison de I’élément neutre de G. On note {m1,...,m } un systéme de représentatants
de Irr(G) toujours avec la convention que 71 = 1¢ est la représentation triviale. On pose alors
Xi := Xm;, de sorte que (x1,...,Xr) est une base orthonormée de C[G] formée des caractéres
(des représentations) irréductibles de G.

Par définition la table de caractére de G (qui dépend de l'ordre mis sur G/ ~ et Irr(G)) est
le tableau suivant.

G | ¢ Cs R o

X1 | x1(C1) | x1(C2) | ... | x1(Cp)
x2 | x2(C1) | x2(Ca) | ... | x2(Cr)
o @) el | a)

On remarque que comme C; = {1} et x;(1) = dim(m;) la premiére colonne du tableau est
donnée par la dimension des représentations irrédutibles et sa premiére ligne ne contient que des
1 car x1 =1¢g :

G | ¢ Cs G

X1 1:dim(7r1) 1 1

X2 | dim() x2(C2) | - | x2(Cr)
Xr | dim(m,) xr(C2) | oo | xr(Cr)

Le résultat suivant nous dit que le carré de la norme de la j-éme colonne du tableau vaut

1G] ot ] t orth les 1
€l que Ses colonnes son ort ogona es les unes aux autres.

[k

17



Proposition 4.8.1. Pouri,j et k # j dans [1,...,r], on a :
G
1Y ha(e)? = 1
2. Ez 1X1( )X%(Ck) =0.

Démonstration. On utilise que (x1,...,xr) est une base orthonormée de C[G]¢. Alors

r
<1Cj7 1Cj>G = Z |<Xi7 1Cj>G‘27

i=1
mais \C ‘
1e;, 1¢;) =2
e, ZG o]
et \C |

et la premiére égalité en découle. La deuxiéme découle de la méme maniére de la relation

r

0=(1c;, 1¢.)e = Y _(xir 1e;)a (i Ley)a
i=1

O

On note que la premiére relation pour j = 1 redonne l'égalité >_'_, |dim(m;)* = |G|. On
remarque aussi que si
Cj = C(z;) = {gzj9~", g € G},
et qu’on note
Ca(zj) ={g € G, grjg7" = z;}

le centralisateur de z; dans G (c’est a dire son stabilisateur pour I’action par conjugaison), alors

|G|
=7 = |Calz;)].
Cil

Enfin a titre informatif, on indique pour tout i on a dim(7w;) | |G|. C’est un résultat que nous
ne démontrerons pas, mais qui peut aider a compléter la premiére colonne du tableau.

Terminons par la table de caractére du groupe symétrique Sg dont on connai déja deux re-
présentations irréductibles et non isomorphes de dimension 1, le caractére trivial et le caractére
signature :

S3 C(Id) = {Id} | €((1,2)) | €((1,2,3))
x1=1 |1 1 1
Xes = €3 | 1 -1 1
XSts dim(St3) a b

Ici Stg est une représentation irréductible de &3, dont on va déterminer le caractére mais qui
reste mystérieuse. On verra en TD des modéles explicites de cette représentation. La somme des
éléments des carrés de la premiére colonne doit valoir |S3| = 3! = 6, ce qui donne dim(St3) = 2.
En suite on détermine a en utilisant I’orthogonalité des C] et Cs, et b en utilisant 1'orthogonalité
des C; et C3. On trouve a =0 et b= —1.
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