Chapitre 3

Théorie des invariants de similitude

Dans tout ce chapitre E est un F-espace vectoriel de dimension finie d > 1 et w € L(F). On
note x, le polyndéme caractéristique de u et p, le polynéme minimal de wu.

3.1 Endomorphismes cycliques

Définition 3.1.1. Pour x € E on pose
Euz= Vect(uk(x))keN.

C’est le plus petit sous-espace de E stable par u qui contient x. On appelle le sous-espace
u-cyclique de E engendré par x.

Proposition 3.1.1. Si on note d,, . la dimension de E, ., alors (z,u(z),...,u%s"1(z)) est une
base de Ey ;.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la famille (x,u(z),...,u%==1(z)) est libre (ca sera
une base car elle posséde d,, vecteurs). Si elle était liée il existerait | < d,, — 1 tel que
ul(z) € Vect(x,...,u!"(z)). En appliquant u on en déduirait

uH'l(x) € Vect(u(zx), ... ,ul(x)) C Vect(z,u(z),. .., ul(:c)) C Vect(z,u(z),. .. ,ul_l(x))

car u(x) € Vect(x,...,u!~!(x)). Par récurrence on en déduirait

ul k() € Vect(z, ..., ul " (z))
pour tout k > 0, et ainsi E, , = Vect(z,...,u'"1(z)) ce qui est absurde car F est de dimension
duz > 1. Donc (z,u(x), ..., udw="1(z)) est libre. O

Définition 3.1.2. On dit que u est cyclique s’il existe un vecteur x € E (nécessairement non
nul) tel que E = E,, ;. On dit alors que = est u-cyclique, ou encore que x est un vecteur cyclique
POUT U.

Ces endomorphismes jouent un réle important dans la théorie des invariants de similitude.

Définition 3.1.3. Soit P = X% + ag_ 1 X' + -+ a1 X + ag € F[X] un polynéme unitaire de
degré d, on appelle la matrice compagnon associée a P la matrice

00 ... 0 —ap

10 ... 0 —a
C(P) := 01 ... 0 —ao

0 0 1 —Qq—1



On a une premiére caractérisation des endomorphismes cycliques :

Proposition 3.1.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. w est cyclique.

2. 1l existe une base B de E telle que Matp(u) est une matrice compagnon.

Démonstration. 1. = 2.:D’aprés la propositionsi x est u-cyclique, alors B = (x,u(x),...,u?" 1 (z))
est une base de E, et en décomposant u?(z) dans B sous la forme u?(z) = — ZZ;(I) apuf(z), on
a Matg(u) = C(P) pour P = >9"{ ap X* 4 X4,
2. = 1. : Si Matp(u) est compagnon, en notant x le premier vecteur de la base B, on a
B = (z,u(x),...,u?1(x)) et donc u est bien cyclique. O

Les matrices compagnon vérifient la propriété suivante.

Proposition 3.1.3. Soit A = C(P) € My(F), alors xa = ua = P. En particulier C(P) est
semblable a C(Q) si et seulement si P = Q, si et seulement si C(P) = C(Q).

Démonstration. Calculons

X 0 0 ag

-1 X 0 al
xa(X)=det | oo :

o 0 ... X aq—2

0O 0 ... -1 X+ag

On fait sur XI; — A les opérations L; := L1 + X Lo + X?L3 + --- + X% 1L, et on se retrouve
avec

0 0 ... 0 P(X)

-1 X ... 0 a1
AX)=|:+ 1 :

0 0 ... X Ad—2

0 0o ... -1 X—{—ad_l

dont le déterminant se calcule en développant selon la premiére ligne :

-1 X ... 0

xa(X) =det(4'(X)) = (-1D)P(X)det | © 1| =(=D)HPX)(-1)4t = P(X).
o o0 ... X
o o0 ... -1

Ainsi x4 = P. Ensuite notons (ey,...,eq) la base canonique de F¢, on a : A¥(e;) = e; pour

k=0,...,d—1,doncsi Q = Z?;ol ;X' €Fy 1[X]— {0} on aura Q(A)(e1) = Z?;()l cieit1 7# 0.
Donc py est de degré au moins d. On constate ensuite que P(A)(e;) = 0. On en déduit que
AFP(A)(e1) = P(A)A¥(e1) = P(A)(ex) = 0 pour tout k = 1,...,d et donc P(A) = 0, donc
pa = P.

En particulier si C(P) et C(Q) sont semblables, elles ont méme polynéme caractéristique
donc P = Q. ]

Des propositions |3.1.2| et on déduit le résultat suivant.

Corollaire 3.1.1. Si u est cyclique, alors my, = fiy.
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On rappelle que si F' < E est un sous-espace u-stable, alors

Xy | Xu

et
Ho o | P

Pour z € F on pose
Uy = up,, € L(Eugz)

Comme u, est cyclique on a

Avec cette étude préliminaire des endomrophismes cycliques il est maintenant facile de démontrer
le résultat suivant, appelé théoréme de Cayley-Hamilton.

Théoréme 3.1.1. On a fiy|Xu, i.e. xu(u) =0.

Démonstration. En effet x,(u)(xz) = 0 pour tout x dans E puisque x,(u) est nul sur E, ;. On
en déduit que y,(u) = 0. O

Exercice 3.1.1. On suppose u diagonalisable. Montrer que u est cyclique si et seulement si u
est a spectre simple (sepctre simple : d valeurs propres distinctes).

3.2 Sous-espaces cycliques de dimension maximale

La théorie des invariants de similitude permet de caractériser les classes de similitudes dans
M (F), autrement dit les orbites de l'action de GL(FE) sur L(F) par conjugaison. Dans cette
théorie telle qu’on la présente ici, les sous-espaces cycliques de E de dimension maximale jouent
un role crucial. On rappelle qu'un sous-espace cylique de E est de la forme E, ;, et que sa
dimension d,, ; qui est aussi le degré du polynéme caractéristique x, est donc aussi le degré du
polynéme minimal p,, puisque Xy, = fy,. Comme gy, |, car p, annule u,, on en déduit que
dy,z < d°(py). On va maintenant voir qu’il existe au moins un sous-espaces cycliques de E de
dimension maximale d°(fi,).

Proposition 3.2.1. Il existe x dans E tel que iy, = fby.-

Avant d’en débuter la démonstration, on constate que si Q € F[X] et z € E, alors
Q(w)e,, =0& Q(u)(r) = 0.

Le sens direct est immédiat puisque = € F,, 4, et inversement si Q(u)(z) = 0 alors Q(u)u*(z) = 0
pour tout k£ > 0 car Q(u) et u* commutent. On en déduit que Q(u) est nul sur E, ;. On constate
aussi que si I’ est un sous-espace u-stable de E/ qui contient x, alors E, , C F.

Démonstration du lemme[3.21. 11 se démontre en trois étapes. On décompose p,, en irréduc-
tibles :

p=PpPm. . P
avec P; € F[X] irréducitble, et les m; > 1. On pose E; = Ker(P/™"(u)), c¢’est un sous-espace

u-stable de E. D’apres le lemme des noyaux on a £ = ©]_ Fj;.

Premiére étape : on montre qu’il existe z; € E; tel que 1, = sz’
On remarque que szz (u) est nul sur E;, donc il annule tous les x dans E;. Comme F; est u-
stable, si x € I alors F, , C F; et donc Pimi (u) est nul sur E, , dés que z € E;. Ainsi y,, divise
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P™ pour tout  dans Ej. Si cette division était stricte pour tout z, comme P; est irréductible,

. .. 1 . 1 .
on aurait ji,, divise P/ pour tout = dans Ej, i.e. P/""""(u) serait nul sur E,, por tout

dans E;, et donc P! (u) serait nul sur E; (z € E, ). Mais alors

(P ... P PP P (u)

serait nul sur F = @]_, E;, ce qui contredirait la définition de p,. Donc il existe z; tel que
Mz, = P

7

Deuxiéme étape : Si z et y dans F vérifient p,, Ay, = 1, alors pu, , = fu, flu,-
Montrons que p,, divise p,,,, ce qui revient & montrer que fiy, +y(u) annule z. On remarque
d’abord que

gy (W) (T +Y) =0 = py, () (T) = —pay, (v) ().

D’aprés le lemme de Bézout il existe deux polynomes A et B tels que Ay, + By, = 1, et donc
Idg = A(u) iy, (v) + B(u) i, (1), ce qui implique que

Ker(ju,, (1)) N Ker(p, (u) = {0}.

De plus comme = € Ker(pu,, (u)) (par définition de p,,) qui est u-stable donc @Q(u)-stable pour
tout polynoéme Q, on a pu, , (u)(x) € Ker(py,(u)). Pour les mémes raisons —piy, ., (u)(y) €
Ker(fty, (u)), et donc piy,,,(u)(x) = 0 car il est dans 'intersection Ker(jty, (u)) N Ker(py, (u)).
Nous avons démontré que fi,, divise p, ., et par symétrie p,, divise fiy, . Le lemme de Gauss
implique alors que

Py Huy |:uuz+y .

Réciproquement

(s sy ) (W) (T + YY) = pr,, (W) fragy, () (@) + pas,, () s, (0) (y)

= Py, (W) pras,, () () + p, () ptg, (u)(y) =0+ 0 =0
donc
:u”Ufm+y ‘lu‘ua“ /’Luy7

ce qui termine la démonstration de la deuxiéme étape.

Troisiéme étape : il existe z € E tel que pu,, = py.
Posons ¢ = z1+---+x,. D’aprés I'étape 1 on a piy 4, = lel D’aprés une récurrence immeédiate
2 k m; m . N k—1 pm;
et Pétape 2 on a iy g4 qa, = 1= F; " pour k = 1,...,7 car P;""* est premier a [[;= P
On en déduit que
Hu,zy - tar = Hu-

On a le corollaire immédiat suivant.
Corollaire 3.2.1. L’endomorphisme u est cyclique si et seulement si fhy = Xu-

Démonstration. Le sens direct a été vu dans le corollaire Réciproquement si py, = Xu,
comme il existe € E tel que xu, = ftu, = pu d’aprés la proposition [3.2.1 on en déduit que
Xus = Xu €st de degré d. Or x,, a pour degré la dimension d, , de E, ;, donc E, ; et E ont la
méme dimension, ils sont donc égaux. O

Exercice 3.2.1. Donner une démonstration plus directe de ’exercice|3.1. 1.
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Le deuxiéme résultat crucial sur les sous-espaces cycliques de £ de dimension maximale, et
qu’ils admettent automatiquement un supplémentaire stable.

Proposition 3.2.2. Soit E, , un sous-espace cyclique de E de dimension maximale, i.e. dy . =
d°(pu), alors B, admet un supplémentaire stable par u.

Démonstration. On pose d,, = dyz = d°(py). On rappelle que (x,...,u%w"1(z)) est une
base de Ey ;. Il existe alors une unique forme linéaire ¢g dans E . telle que ¢o(v) = -+ =
do(udru=2(x)) = 0 et ¢o(usu=1(x)) = 1. On étend ¢g en une forme linéaire ¢ € E* (en lui
imposant par exemple d’étre nulle sur un supplémentaire de E, ;), de telle sorte que ¢ vérifie
p(z) = = p(ubu2(x)) = 0 et p(u"1(x)) = 1. Alors la famille (¢, u*(¢), ..., u = "1(¢))
est libre dans E*. En effet si

d#u -1 d#u -1

0= Z )\ku*k(gb): Z e o uF,
k=0 k=0

alors en évaluant en x on obtient Ay, —1 = 0, puis en évaluant en u(x) on obtient Ay, 2 =0

et ainsi de suite. On remarque que Vect(¢, u*(¢),... ,u*d“u_l(gb)) est u*-stable car u*%u €
Vect(Idg=, u*, ... ,u*d“ifl) puisque uu € Vect(Idg,u, . ..,u%"1). En fait

Vect (¢, u™(9), ..., w7 (¢)) = By g,

et il est de dimension d,,. Son orthogonal F' = (E. ¢)J— est donc u-stable et de dimension d—d,,,, .
On aura terminé si on montre que FNE, , = {0}. Soit y € FNE, 4, alors y = Zi{l apuF(x)
pour a; € I, et il est annulé par ¢ o u’ pour tout i. On a donc 0 = ¢(y) = ag,, 1, puis on en

déduit que 0 = ¢(u(y)) = aq,, 2 et ainsi de suite, donc tous les ay sont nuls et y aussi. O

3.3 Invariants de similitude

On commence par établir un résultat qui nous sera utile dans la démonstration de I'unicité
des invariants de similitude.

Proposition 3.3.1. Soient x et y dans E tels que piy, = fiy,. Alors il existe un unique g €
Iso(Ey z, Eu,y) qui envoie x sury et qui vérifie gou, = uy, 0 g.

Démonstration. On remarque que dy, = dyy (Car Xuz = fu, = Py = Xu,y), €t on note 0 cette
valeur commune. Si g existe elle est unique car elle envoie u”(z) sur u*(y) pour k =0,...,6 — 1,
et automatiquement bijective car elle envoie base sur base. Soit donc ¢ l'unique élément de
Iso(Ey z, Euy) qui envoie uf(z) sur w*(y) pour k = 0,...,6 — 1. Clairement g o u, et u, o g
coincident en z, u(x), ..., u*"%(z), mais aussi en u’~'(z) car p,, = fhu, - Donc gou, = uyog. [

Corollaire 3.3.1. Soient = et y dans E tlels que pu, = fiu,, alors pour tout R € F[X] on a
dim(R(u)(Ey)) = dim(R(u)(Eyy)).

Démonstration. On remarque que
9(R(u)(Euz)) = g(R(uz)(Buz)) = g © R(ug)(Eue) = R(uy) o g(Euz)

= R(uy)(9(Buz)) = R(uy)(Buy) = R(u)(Euy),

et le résultat en découle. O



On note ~ la relation de similitude sur My(F). Sid = d1+- - -+d, avec d; > 0 et M; € My4(F)
on pose
M,y
diag(My, ..., M,) = e My(F).
M,

Théoréme 3.3.1. Soit M € My(F), alors il existe une unique suite finie de polynomes unitaires
non constants Py, ..., P, vérifiant Piy1|P; pouri=1,...,r — 1, telle que

M ~ diag(C'(Py),...,C(P)).
C’est une traduction matricielle du théoréme suivant qui est celui qu’on va démontrer.

Théoréme 3.3.2. Soit u € L(F), alors il existe une unique suite finie de polyndmes unitaires
non constants Py, ..., P, tels que Piy1|P; pouri =1,...,r—1, telle qu’il existe une décomposition
E = ®]_ | E; avec les E; = By 4, cycliques tels que Py, = P;.

Démonstration. Pour 'existence, on choisit grace a la proposition [3.2.1] un vecteur z; € E tel
que fly,, = Hu, et on pose Ey = Eyg, et Py := py. D’aprés la proposition FE1 posséde
un supplémentaire u-stable F. Par récurrence F' se décompose comme voulu, et on conclut en
constatant que fiy, |p, = P1 pour n'importe quel x € E.

Supposons maintenant qu’il existe une autre telle suite @1, . . ., Qs qui convient, et soient Fi, ..., Fj
les sous-espaces cycliques associés (avec I = fiy, ). On a Q1(u)(E) = @;_;Q1(u)(F;) (la somme
est directe car les F; sont u-stables) mais Qi(u)(F;) = {0} car Q;|Q:1 donc Qi(u) = {0}, i.e.
ty|Q1. Comme @ = P, 1l divise fiy, et donc Q1 = py = P1 et dy gy = dyy, . Ensuite

Q2(u)(E) = ©i-1Qa(u)(Fy) = Q2(u)(F1),

Q2(u)(E) = @iz Qa(u)(Ei).

Or Q2(u)(F1) et Q2(u)(E1) ont la méme dimension d’aprés le corollaire On en déduit que
Q2(u)(E;) = {0} pour i > 2, en particulier pour i = 2, et donc P»|Q3. Par symétrie Q2| P et
on répéte le méme argument (un utilisant & nouveau le corollaire pour aboutir s = 7 et
P=Q;pouri=1,...,r. O

On remarque que p, = Py et x,, = P; ... P, dans le théoréme ci-dessus.

3.4 Reéduction de Jordan des endomorphismes trigonalisables

Pour A € F et kK> 1 on pose

A1
Je(\) = ’ ' € My (F).
o
A
On remarque que
Ny = Ji(0)

est nilpotente d’ordre k et on en déduit le résultat suivant.
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Lemme 3.4.1. La matrice Ji()\) est cyclique avec x5, = fy, ) = (X — NF et elle est
semblable & sa transposée.

Démonstration. Comme 15, ()X g,(x) o0 @ py ) = (X — A)® avec a < k, mais si on avait
a < k on en déduirait que N est nilpotente d’ordre a, ce qui n’est pas le cas. De plus on a
e(\) = wpJpg(Nw, ! avec

1
Wy = S GLk(F).
1

O

On a alors la premiére étape vers notre théoréme principal.
Proposition 3.4.1. Soit P un polyndome scindé et notons Ay, ..., A\t ses racines distinctes, ce qui
revient o dire que Cp est trigonalisable de valeurs propres A1, ..., A\t. Notons m; la multiplicité

de \; comme racine de P. Alors
Cp ~ diag(Jm, (A1), -y Jmy (Ar)).

Démonstration. 11 suffit de montrer que si on pose A = diag(Jm, (A1), ..., Jm,(A)), alors A a les

mémes invariants de similitude que C'p. or Cp étant cyclique, ses invariants de similitudes sont
au nombre de 1 : puc, = P (qui vaut aussi x¢p ). 1l suffit donc de montrer que g = x4 = P. La
relation x4 = P est claire et pu4 divise P. Mais u Ty () doit diviser p4 pour tout 4 (raisonner en
termes de sous-espaces stables), or 7, (n,) = (X — A;))™ d’apres le lemme et comme les
(X — A\;)™ sont premiers entre eux, on en déduit que leur produit divise g donc pg = x4. O

Soit m € N*, on dit que (my,...,my) est une partition de m si mj; > --- > my > 1 sont des
entiers tels que Y ;_; m; = m. Si m := (m1,...,my) est une partition de m on pose

Jm(A) = diag(Jm, (A), - ., Jm, (N)).
Le théoréme fondamental de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 3.4.1. Soit M € My(F) trigonalisable de valeurs propres distinctes A1, ..., \¢ (avec
t < d), alors il existe un unique élément (dy,,...,dy,) € (N*)" avec St dy, = d et pour chaque
dy, une unique partition dy,, tels que

M ~ diag(J5—(\1), ..., J5—(Mr))-

A1 11y

(on remarque que dy, est clairement la multiplicité de A\; dans xar).

Démonstration. Pour Pexistence, notons Pj|...|P, la suite des invariants de similitude de M.
Alors on a Pj = Hle(X —Xi)%d avec djg > - >diy >0 et Z;Zl dij=dy pouri=1,... ¢t
Pour chaque ¢ = 1,...,% on pose [; le plus grand k entre 1 et r tel que d;;, > 1, de sorte que

di)\i := (d;1,q0ts,d; ;) est une partition de dy,. D’aprés le théoréme et la proposition
en utilisant que diag(A, B) ~ diag(B, A) autant de fois que c¢’est nécessaire on en déduit

M ~ dlag(JT(Al), ey JE()\t))

A1
Pour 'unicité si
M ~ dlag(JT’(Al)v cee JE/()‘t))a

A1
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- o T
avec dy, une partition quelconque de dy,. On écrit dy, = (djy,...,d.,) et on pose ' =

max;—1,+0;. On pose ensuite pour chaque i tel que I < r, dg,l;+1 - .. = d;r, = 0, et
d , . . .
P! = H§:1(X — Ai) Pt Alors clairement P[P/ pour i = 1,...,7" — 1 et de plus en uti-

lisant & nouveau la proposition et diag(A, B) ~ diag(B, A) on obtient que
M ~ diag(Py, ..., PlL).

Par unicité des invariants de similitude on en déduit v’ = r et P/ = P;, puis @ = dy,, ce qui

entraine I'unicité de chaque dy, . O
On en déduit immédiatement une partie du théoréme suivant.

Théoréme 3.4.2. Soit u € L(E) trigonalisable, alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)?
avec d diagonalisable, n nilpotent et don = nod tel que u = d +n. De plus d et n sont des
polyndmes en u.

Démonstration. L’existence d’un tel couple (d, n) découle immédiatement du théoréme De
plus ce méme théoréme décompose E en une somme directe de sous-espaces u-stables

E=FE & - Dk

ou E; admet une base B; telle que Matp, (u|El) = JdT.()‘i)' Posons w; := wg,, alors (u; —

Mldg,)™i = 0, cest a dire que F; C ker((u — M\Idg,)®). Comme d’aprés le théoréme de
Cailey-Hamilton combiné au lemme des noyaux on a aussi

E =ker((u— MIdg,)™) @ - @ ker((u — AIdg,) ™),

on en déduit que les F; = ker((u — M\Idg,)®) pour des raisons de dimension. Autrement dit les
E; sont les sous-espaces caractéristiques de u. On note p; la projection de E sur E; selon @, Ej,
alors on verra en exercice m que p; € Flu], or d = 3>¢_, \ip; € Flu], donc n = u — d € Flu]
aussi. Si (d’,n’) est un autre couple qui convient, alors ' —d = n — n’ et le coté gauche est
diagonalisable car d et d’ commutent pusique d’ commute & n donc & u donc a Flu], et le coté
droit est nilpotent car n’ commute a n. On en déduit que chaque coté est nul. O

Exercice 3.4.1. Soit u € L(E). Montrer que ji, et x, ont les mémes facteurs irréductibles
(unitaires) dans F[X].

Solution. Notons P.|P,_1|...|Ps|P; les invariants de similitude de u, alors pu, = Py et x, =
Py ... P.. Comme chaque P; divise Pj, on en déduit que P = p, et X, ont les mémes facteurs
irréductibles.

Exercice 3.4.2. On décompose [, et X, en produit d’irréductibles uniraires : p, = Hﬁzl R
et Xu = Hle R?i avec 1 < a; < b; d’apres Uezercice et le théoreme de Cayley-Hamilton.
Alors ker(R;(u)®) = ker(R;(u)*) pour touti =1,...,t.

Solution. si x € ker(R;(u)%), alors R;(u)%(z) = R;(u)%~% o R;(u)%(x) = 0, donc
ker(R;(u)%) C ker((Ri(u)%)).

En particulier si on pose d; = dim(ker(R;(u)%)) et da; = dim(ker(R;(u)%)) on a dy; < da.
Mais d’apres le lemme des noyaux on a aussi ker(py,(u)) = E = &!_; ker(R;(u)) et ker(x,(u)) =
E = a&!_ ker(R;(u)%). En particulier St di; = d = 3.t da;, et comme dy; < da; on en
déduit dy; = da; et donc ker(R;(u)%) = ker((R;(u)%)).
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Exercice 3.4.3. Avec les notations de lezercice[3.4.9, on note p; la projection de E sur C; :=
ker(R;(u)%) par rapport a &;4,C;. Alors p; € Flu].

Solution. On pose Q; = H#i R?j det sorte que pged(Q1,...,Q¢) = 1. Ainsi d’aprés le théoréme
de bézout il existe Uy, ..., U, dans F[X] tels que 22:1 UrQr =1 et donc

t

> Uk(u) 0 Qp(u) =1dg. (3.1)

k=1

Il est clair que @Q;(u) annule C; dés que j # ¢ car Q; = Am-Rsi pour A; ; € F[X] par définition
et donc Q;(u) = A;j(u) o Rj(u)b. On en déduit que U;(u) o Q;(u) annule aussi C; pour j # i.
De plus d’aprés (3.1)) pour = € G, on a z = 3¢, Ur(u) 0 Qx(u)(z) = Us(u) 0 Qi(u)(z), et donc
pi = Ui(u) o Qi(u) € Flu].
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