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Chapitre 1

Algébre multilinéaire

1.1 Caractéristique d’un corps

Soit F un corps. On a une application naturelle

i . Z — F
n — nlg

qui est un morphisme d’anneau. Son noyau Ker(7) est idéal de Z, il est donc de la forme
Ker(i) = ¢Z
pour ¢ € N. On en déduit par passage au quotient un morphisme injectif d’anneau

i L)L — F
n — i(n):n.l]p

)

ainsi Z/cZ s’identifie au sous-anneau Im(i) = Im(i) de F, en particulier il est intégre. Ceci
implique que ¢ est soit nul, auquel cas i est injectif et F contient Z (identifié & Im(i)), donc
il contient son corps des fractions Q, ou bien que ¢ est un nombre premier p € P (o P est
I’ensemble des nombres premiers), auquel cas F contient le corps Z/pZ. L’entier ¢ s’appelle la
caractéristique de F et on le notera car(F). On vient de démontrer :

Proposition 1.1.1. La caractéristique de F est soit nulle, soit un nombre premier. Si car(F) =
{0} alors F est une extension de Q (par exemple Q, R ou C). Si car(F) = p € P, alors F est
une extension de 7/pZ (par exemple n’importe quel corps fini Fy avec q une puissance de p).

1.2 Formes multilinéaires

Définition 1.2.1. Soit V un F-espace vectoriel et n > 1, on dit que

o: V"> T
est une forme multilinéaire (ou n-linéaire) si pour tout i =1,...,n et tout
.’L'i = (Ul, ey Ui—1, Vi1, - - - ,’Un)
dans V™1, Uapplication
Gpi 2V (U1, Vi1, U, Vg1 e vy Up)

de V dans F est linéaire.



Notation 1.2.1. On note Mult" (V') l’ensemble des formes multilinéaires de V" dans I, c’est
un F-espace vectoriel pour les lois évidentes.

En particulier si ¢ est multilinéaire on a pour Iy, . . ., I,, des ensembles d’indices finis disjoints :
(b(z )\ilvil,..., Z )\invin): Z )\il...)\in(ﬁ(vil,...,’l}in).
ilEII Zneln (’i1,...,in)€h ><"'><In

La propriété suivante en découle, elle est fondamentale :

Soit (ey,...,eq) une base de V. Deux applications f et g dans Mult" (V') sont égales
si et seulement si

f(eil,...,ein) :g(eil,...,ein)
pour (iy,...,i,) € [1,d]".

Exemple 1.2.1. L’application "produit” de F™ dans F définie par

n
7T(l’1,. . 'afxn) = H:L"L
=1

est une forme multilinéaire.
Exemple 1.2.2. Si V =F", pour x = (v1,...,vy,) dans V™ on pose
M(z) = (vi]...|vn) € My (F).

Alors Uapplication

Det : (vi,...,vy) — det(M(x))

est une forme multilinéaire.

Soit &,, le groupe symétrique des permutations de {1,...,n} et € : &,, — {1} C F* le
morphisme signature. Pour o dans &,,, dans '’exemple on constate que

T(To(1)s -+ To(n)) = T(T1, -+ Tn),
on dira que 7 est symétrique, dans I'exemple on a
Det(vg(1); - - > Vo(n)) = €(a)Det(v1, ..., vp),
on dira que Det est antisymétrique.

Définition 1.2.2. Soit V un F-espace vectoriel, n > 1, et ¢ : V" — F est une forme multili-
néaire. Si pour tout (vi,...,v,) dans V" et o dans &, on a

P(Va(1)s -+ - > Vo(n)) = G(V1, -, Vn)
on dit que ¢ est symétrique, et si on a
¢(UU(1), e 7v0(n)) = E(U)(b('l}l, N ,?}n)

on dit que ¢ est antisymétrique.



Soit (eg,...,eq) une base de V. Deux applications f et g dans Sym" (V') sont égales
si et seulement si

f(eil>"'7ein) :g(eiu---aein)
pour 1 <14 < - <4y, < d.

(En effet on peut toujours réordonner les indices de maniére croissante via l'action d’un
élément de G,,).

Notation 1.2.2. On note Sym"™ (V') le sous-espace vectoriel de Mult" (V') des formes symétriques
et Ant™ (V') le sous-espace vectoriel de Mult" (V') des formes antisymétriques.

On remarque puisque les transpositions (qui sont de signature —1) engendrent &,,, une forme
multilinéaire ¢ : V" — F est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si P(Vr(1), -5 Vr(n)) =
B(v1,. .., vn) (resp. @(vr(1ys- -+, Vr(n)) = —¢(v1,...,v,)) pour n'importe quelle transposition
dans &,,. Il suffit méme de prendre 7 de la forme (4,7 + 1) puisque ’ensemble {(i,7 + 1), i =
1,...,n — 1} engendre &,,.

Définition 1.2.3. On dit qu’une forme multilinéaire ¢ : V" — F est alternée si ¢p(vy,...,v,) =
0 des qu’il existe © # j tels que v; = vj.

Proposition 1.2.1. Une forme multilinéaire alternée est toujours antisymétrique.

Démonstration. Soit (vy,...,v,) € V™. On considére la transposition 7 = (i, j) € &, avec i < j.
Alors
0= (V1. , Vi1,V + Vj, Vit1, ., Vjm1, Vi + Vjy ooy V) =
qb(vly <oy Vi—1, V4, V41, - - -y Uj—1, V3, Uj41, - - - 7”Un)+¢(’l)1, <oy Ui—1, U4, Vi1, - - -, Uj—1, Vg, Ujt 1,5 - - '7vn)
+¢(U1, ce s Vim 1, Vg Uiy v ooy Uj—1, Uiy Vg1 - - .,vn)—i—(b(vl, ce ey Ve 1, Uy Uiy e oy Uj—1, Uy Vg ly e - - ,’Un)
= O(V1y- - Un) + O(V1, o, Vi1, Vs Vi 1y - -, Vjm 1, Viy Ujigds - -+ 5 Un)
donc

¢(UT(1)7 s 7“7’(71)) = _¢(U17 s Un)'
O

Soit (e1,...,e4) une base de V. Deux applications f et g dans Alt"(V) sont égales
si et seulement si

fleiys...yei) =glei,...,ei,)
pour 1 <1 < - <ip <d.

(En effet on peut toujours réordonner les indices de maniére croissante via I’action d’un élé-
ment de &,,, de plus f(e;,...,€;,) =g(€i,...,e,) =0 si deux indices sont égaux).

Attention. Lorsque car(F) = 2 on constate qu’il n’y a pas de différence entre une forme
multilinéaire symétrique et antisymétrique car —1 = 1. En particulier il existe des formes an-
tisymétriques (ou de maniére équivalente symétriques) qui ne sont pas alternées. Par exemple
Uapplication w de exemple 1 est symétrique donc antisymétrique, mais elle n’est clairement pas
alternée : w(1,...,1) =1#0.

Proposition 1.2.2. Si car(F) # 2, une forme multilinéaire antisymétrique est alternée.



Démonstration. Soit ¢ : V™ — F multilinéaire antisymétrique. Suppposons (vi,...,v,) € V"
avec v; = vj pour i < j. On pose 7 = (4, 7). Alors

P(Vr(1)s -+ Vr(n)) = —B(V15 ..., vp)
par antisymétrie mais aussi
¢(v’r(1)> s 7“7’(17,)) = ¢(Ula s >vn)

car v; = vj, d’out
et donc

puisque car(FF) # 2. O

Ainsi si car(F) # 2, on a
Alt" (V) = Ant"™(V)

et on voit immédiatement que

Alt™(V) N Sym™(V) = {0}
c’est a dire que Alt" (V) et Sym" (V') sont en somme directe dans Mult" (V') (sans étre nécessai-
rement supplémentaires 'un de 'autre, i.e. en général Mult" (V') # Sym™ (V) & Alt"(V)). Pour
n =2 on a Mult?(V) = Sym?(V) @ Alt>(V) car tout éléement f € Mult?(V) s’écrit f = fs + fa

avec fs(v,w) = %[f(’u,w)—i—f(w,v)] et fo(v,w) = %[f(v,w)—f(w,v)], de sorte que f, € Sym?(V)
et f, € Alt?(V).

1.3 Produit tensoriel et extérieur dans le cadre des formes mul-
tilinéaires
1.3.1 Formes multilinéaires et produit tensoriel

Soient f; € Mult" (V) pour i = 1,...,r, alors on définit 'application f; ® --- ® f, par

fl®®f’!’ : szzlnigvnlx...xvnr N ]F
(w1, ..., wy) = fi(wr) . fr(wy)

Il est immédiat que
fil®-- @ f € MultZi=1™ (V).

Attention méme si F est commtatif en général
Jo)® @ fory L1 Q@ fr
pour o € &,..
Exemple 1.3.1. On a défini 7 € Mult"(F) dans l'ezempld1.2.1 Par définition

ﬂ'ZIdF®-~'®IdF.
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Théoréme 1.3.1. Supposons V' de dimension d. Soit (¢1,...,¢Pq) une base de V* = Homp(V,F),
alors l’ensemble

(i @+ ® Di, )iy ..opin)e[Ld
est une base de Mult"(V'), en particulier

dim(Mult"(V)) = dim(V)".

De plus si on note (e1,...,eq) € V™ la base duale de (¢1,...,04) et qu’on décompose f €
Mult™ (V') sous la forme

f= Z it yooryin @iy @ - @ i,
(41,-in)€[1,d]™

alors

Aityoin = fl€iys- -5 €5,).
Démonstration. Soit f € Mult"(V'), comparons f a
g: Z f(e71177e74n)¢21®®¢1n
(1,08 ) E€[L,d]™

Par propriété des bases duales on a
60 @ ® Ginejy, - ve5) = [[ ol =060
i=1

et on en déduit que
glejr, .. e5,) = flej,---,¢e5,)

donc f et g sont égales. Toutes les assertions de 1’énoncé découlent de cette observation. O

Il est immédiat de voir que si f1, fo et f3 sont des formes multilinéaires sur V", V"2 et
Vs alors f1 ® (f2 ® f3) = (1 ® f2) ® fs.

Exemple 1.3.2. Si f € Mult2(V) avec V' de dimension d. On note A = (a; ;)i j=1,...d la matrice
de f dans la base (e1,...,eq) de V' (i.e. aj; = f(ej ej)). Alors f =37, .1 jaije; @ej.
1.3.2 Formes alternées et produit extérieur

On rappelle que si A = (a; ;)i j=1,..n € My(F), alors

n

det(A) = Z E(J)Haw(z‘)v

oe6, =1
et que le déterminant est une forme multilinéaire alterné en les colonnes de A.

Définition 1.3.1. Si (f1,...,fr) € V*" et (v1,...,v,) € V" on pose

f1 FANRIREIVAN fr<’U1, C. ,UT) = det[(fi(vj))m:l’m’r].
Proposition 1.3.1. Pour (fi,...,fr) € V" ona fi A--- A fr € Alt"(V).

Démonstration. La multilinéarité découle de la linéarité des f; et de la multilinéarité du déter-
minant en ses colonnes. Le caractére alterné découle du caractére alterné du déterminant. O



Notons aussi que si o € &, on a pour (f1,..., fr) € V*"

fa(l)/\"'/\fa(r) =e(@)fin- NSy

et la quantité fi A--- A f, est linéaire en chaque variable et alternée dans le sens ot elle est nulle
si fi = fjpouri#j.Ona:

Théoréme 1.3.2. Soit V un F-espace vectoriel de dimension d > 1. Alors Alt"(V) = {0} si
r > d, et il est de dimension (ﬁ) sir <d. Sir <d, soit (e1,...,eq) une base de V et (e],...,e})

sa base duale. Alors la famille (€] A---Aej )1<i <..<i,<d st une base de Alt"(V'), et si f € Alt(V)
alors

f= Z fleiy, .. e e, N Nej . (1.1)

1<i1 <<ir<d

Démonstration. Sir > d et que f € Alt"(V) on a f(e;,,...,e;) =0 car forcément deux indices
i et 4; sont égaux pour k # [ donc f est nulle. Sinon il suffit de montrer la formule On
remarque que les deux cotés de ’équation sont r-linéaires alternés. Il suffit donc de les comparer
sur (ej,...,ej) pour toute suite 1 < j; < -+ <4, <d. Orsil:=1<4; <--- <4 <d
est différente de J :=1 < j; < --- < j, < d il existe j;, qui n’est pas un 7 et la matrice
Ery= (ejk(ejz))hl:l,---,r a sa lg-éme colonne nulle, donc

e N Nep (e e5,) = det(Ery) = 0.
Par contre si I = J, alors Er j = I, et donc
eq, N Aej (€. .. e,) =det(Err) = 1.
La formule en découle. O

On peut alors étendre la définition du produit extérieur.

Définition 1.3.2. Pour f € Alt%(V), g € Alt’(V) on pose

fAg= Z Z g(€iys- - €ig)f(€jrs--osej)es, AooNep Nej A Aej,.
1<i1 < <ig<n 1<j1 < <ja<n
Ainsi
fAge AT (V).
On peut vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de la base (eq,...,eq) et qu’en

fait en posant
Gap={0€644p, 0(1)<---<o(a)eto(a+1)<---<o(a+b)},

on a la formule indépendante de (ey, ..., eq) :

FAGUL, . Vg Waty e ey Watp) = Z () f (V1) -+ > Vo(a)) I Wa(at1)s - - - s Wo(ath))-
UEGa,b

On vérifie facilement en utilisant la définition que si f, g et h sont dans Alt%(V), Alt°(V), Alt¢(V),
alors

(fAg)Nh=FfA(gNAD).

Toujours en utilisant la définition la quantité f A g est linéaire en chaque variable et vérifie
gAf=(=)"fNg.
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